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Matériaux&Techniques
Examen du mode`le d’ampoule de E. Yoﬀe
Manuel Buisson1 et Tanguy Rouxel1
Rec¸u le 15 juillet 2015, accepte´ le 30 novembre 2015
Re´sume´ – Nous portons toute notre attention sur le champ de plasticite´ non-orthodoxe (au sens de non-
isovolume, Yoﬀe 1982, Philos. Mag. 40, 617-628) de´veloppe´ sous test d’indentation faible charge de verres
et dessinant une zone aﬀecte´e ayant la forme d’une ampoulea. E´tablissant une premie`re e´tape analytique
pragmatique pour ce type de sollicitation, Yoﬀe (1982) nous a fourni un mode`le de champ de contrainte
de´crit en terme de chargement e´lastique e´quivalent et qui vient se superposer au champ de Boussinesq
issu de l’action d´une force d’indentation ponctuelle applique´e perpendiculaire a` la surface indente´e. Elle
cite pour cela Love (1920, A Treatise On The Mathematical Theory of Elasticity, edited by C.U.P. 3e`me
ed.) et nous guide sur l’usage pertinent et couple´ respectivement des mode`les de centre de dilatation et de
doublet de forces. Notre travail est notamment une suite de Buisson et al. (2008, Mate´riaux & Techniques
96, 11-17) ; Tamarasselvame et al. (2009, 12th Int. Conf. On Fracture, ICF12, Vol. 5, pp. 3377-3386) et
surtout des re´cents re´sultats de Sellapan et al. (2013, Acta Materiala 61, 5949-5965) et Rouxel et al. (2014,
C.R. Me´canique 342, 46-51) ; il peut aussi se situer en paralle`le a` Tamarasselvame & M. Buisson (2011,
20e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique, s24., Vol. s42, pp. 3447-3452) et Tamarasselvame & Buisson (2014,
en cours de soumission) par l’apport d’un gradient supple´mentaire enrichissant la the´orie de l’e´lasticite´.
L’e´tude approfondie propose´e ici fournit des re´sultats nouveaux notamment pour de´crire l’inﬂuence du
coeﬃcient de Poisson sur les phe´nome`nes de densiﬁcation et de cisaillement produits lors de l’indentation ;
l’illustration de ces travaux est assure´e en utilisant les re´sultats expe´rimentaux fournis dans Sellapan et al.
(2013, Acta Materiala 61, 5949-5965).
Mots cle´s : Densiﬁcation / cisaillement / verre / centre de pression et doublet
Abstract – Investigation of E. Yoﬀe’s Blister model. We focus our attention on the non-orthodox
plasticity ﬁeld (in the sense of non-isovolumic, Yoﬀe 1982, Philos. Mag. 40, 617-628) obtained during a
low level of indentation testing on a glass and showing an aﬀected zone shaped like a blister. Yoﬀe (1982)
has given us a pragmatic and analytical approach for this loading where the stress is described like an
equivalent elastic ﬁeld which is superposed with the Boussinesq’s ﬁeld given basically by the study for a
point load perpendicularly applied on the ﬂat surface of a semi-inﬁnite half-space. Quoting with relevance
Love (1920, A Treatise On The Mathematical Theory of Elasticity, edited by C.U.P. 3e`me ed.), Yoﬀe
advises us in the coupled use of a symmetrical centre of pressure with a double force. Further to Buisson et
al. (2008, Mate´riaux & Techniques 96, 11-17); Tamarasselvame et al. (2009, 12th Int. Conf. On Fracture,
ICF12, Vol. 5, pp. 3377-3386) and especially the recent results of Sellapan et al. (2013, Acta Materiala
61, 5949-5965) and Rouxel et al. (2014, C.R. Me´canique 342, 46-51), our work takes a parallel action
with Tamarasselvame & Buisson (2011, 20e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique, s24., Vol. s42, pp. 3447-
3452) and Tamarasselvame & Buisson (2014, submitted) in the sense that we contribute to an additional
gradient-term enriching the theory of elasticity. Elaboratly, we give new results dealing with the inﬂuence of
Poisson’s coeﬃcient on densiﬁcation phenomena and shearing during indentation; we use the experimental
data of Sellapan et al. (2013, Acta Materiala 61, 5949-5965) to illustrate this work.
Key words: Densiﬁcation / shear / glas / centre of pressure and double force
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1 Introduction
Dans ce travail, nous reprenons l’e´tude de Yoﬀe [1] sur
la re´ponse de la surface d’un verre a` une indentation en
ame´liorant le plus possible ses calculs analytiques pour
se doter de formules eﬃcaces nous aidant a` approfondir
l’interpre´tation du comportement du verre.
Il s’agit de bien appre´hender les deux me´canismes
principaux de de´formation [9, 10] :
– le cisaillement ;
– le phe´nome`ne de densiﬁcation.
La combinaison de ces deux me´canismes est assimile´e
par Yoﬀe a` une plasticite´ non orthodoxe au sens d’une
plasticite´ non isovolume (alors qu’elle est classiquement
conside´re´e isovolume pour les me´taux).
L’approfondissement analytique nous fournit des
re´sultats inte´ressants, nouveaux et utiles meˆme si nous
savons que la physique a` l’origine des transformations lors
d’une indentation est complexe et que la prise en compte
des phe´nome`nes de frottements aux faces de l’indenteur
demande des approches nume´riques de type e´le´ments
ﬁnis [11, 12].
Reprenant l’e´tude de Yoﬀe (voir aussi [3,11] pour plus
de de´tails) le test d’indentation est mode´lise´ :
– par l’action d’une force ponctuelle applique´e perpendi-
culairement a` la surface du verre (massif semi-inﬁni) et
dirige´e vers l’inte´rieur de ce massif (les de´placements,
de´formations et contraintes ge´ne´re´es sont les donne´es
bien connues du champ de Boussinesq) ;
– l’action combine´e d’un centre de compression (ou
de dilatation) et d’un doublet (selon la the´orie de
Love [2]) : il s’agit d’accommoder la forte concentra-
tion de contrainte lie´e au champ de Boussinesq par une
densiﬁcation localise´e du mate´riau. Cela nous est per-
mis par l’usage du mode`le de centre de dilatation et on
lui ajoute un champ de doublet calibre´ de telle sorte
que cette combinaison ne ge´ne`re pas de contrainte
supple´mentaire sur la surface du mate´riau (seule la
force d’indentation est ponctuellement applique´e).
Dans la suite, nous rappelons les expressions des compo-
santes du champ des contraintes de Boussinesq et, suivant
les remarques de Yoﬀe [1], nous avons examine´ l’ouvrage
de Love [2] pour proposer les composantes des contraintes
re´sultant de la superposition d’un centre de dilatation et
d’un doublet.
2 E´le´ments the´oriques
2.1 Champ adimensionnel des contraintes
de Boussinesq
Le champ de Boussinesq est bien connu ; nous
pre´fe´rons le pre´senter en joignant notre me´thode
d’adimensionnalisation qui sera exploite´e dans la suite : P
de´signe la charge ponctuelle d´indentation (en Newton),
r est l’e´chelle de longueur (en me`tre) et la contrainte de
re´fe´rence choisie pour l’adimensionnalisation est P/ r2.
Avec ces notations et en coordonne´es sphe´riques r, φ, θ
(pour pre´cision : r est sans dimensions, il y a syme´trie φ-
re´volution et θ = 0 correspond a` la droite d’action de la
force P dirige´e, selon les meˆmes conditions que l’e´tude de
Yoﬀe, vers le massif indente´ et perpendiculairement a` la
surface de ce massif) les composantes non nulles du champ
des contraintes (rendues sans dimensions) de Boussinesq
s’e´crivent (ν de´signe le coeﬃcient de Poisson) :
σBrr(r, θ) =
2(ν − 2) cos(θ)− 2ν + 1
2πr2
(1)
σBθθ(r, θ) = − (2ν − 1) cos
2(θ)
2πr2(cos(θ) + 1)
(2)
σBφφ(r, θ) = − (2ν − 1)(2 cos(θ) + cos(2θ)− 1)4πr2(cos(θ) + 1) (3)
σBrθ(r, θ) =
(1− 2ν) sin(θ) cos(θ)
2πr2(cos(θ) + 1)
. (4)
Ce champ est en 1/r2 et, comme Yoﬀe, nous conside´rons
qu’il est purement e´lastique en ce sens que sa de´formation
associe´e disparait de`s la de´charge de l’indentation
(P = 0).
2.2 Champs des de´placements (dimensionne´s)
pour un doublet et un centre
Nous avons approfondi l’e´tude de Yoﬀe en nous repor-
tant a` la re´fe´rence bibliographique qu’elle cite a` propos de
l’ouvrage de Love [2] et nous avons aussi note´ que, dans
son ouvrage, Love cite Dougall [13] pour une partie des
formules qui nous concernent.
L’examen sur le texte nous ame`ne a` e´tudier tout
d’abord attentivement les formules (dimensionne´es) du
travail de Love : nous en de´duisons la construction d’un
doublet et d’un centre de dilatation adapte´e a` notre
proble`me d’indentation.
2.2.1 Doublet
Une force  →  unite´, dirige´e selon l’axe Z et
applique´e en plein milieu (point origine) d’un massif
inﬁni induit un de´placement e´lastique des particules.
Love donne les composantes carte´siennes {U, V,W} du
de´placement de la particule de coordonne´es {X,Y, Z}
(seules les composantes {U, V,W} sont en me`tre/Newton
car il s’agit d’un de´placement par unite´ de force ap-
plique´e). Il conside`re ensuite une force unite´ de meˆme
droite d’action Z mais oppose´e  ←  qu’ il vient a` faire
toucher pointe contre pointe a` la pre´ce´dente  →←  :
cet ensemble constitue ce qu’il appelle le doublet de force
d’axe Z ne ge´ne´rant pas de moments (moment nul a` l’ori-
gine et re´sultante nulle).
Love, par un raisonnement de passage a` la limite
(lorsque les pointes viennent se toucher), nous donne
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alors la formule du de´placement induit par ce doublet
(en carte´siennes) :
Udoublet = D.
{
∂U
∂Z
,
∂V
∂Z
,
∂W
∂Z
}
(5)
D est l’intensite´, en Newton.me`tre, de ce doublet et, par
exemple, U est le X-de´placement par unite´ de force dans
la Z-direction.
Nous utilisons ces formules et en nous plac¸ant en coor-
donne´es sphe´riques, nous de´duisons les composantes non
nulles du de´placement ge´ne´re´ par le doublet (l’axe Z cor-
respond a` ce qui sera l’axe d’indentation, μ est le coeﬃ-
cient de cisaillement) :
UDr = −
D((4ν − 5) cos(2θ) + 4ν − 3)
32πμ(ν − 1)R2 (6)
UDθ =
(2ν − 1)D sin(θ) cos(θ)
8πμ(ν − 1)R2 . (7)
2.2.2 Centre de dilatation/compression
Pour un centre2 situe´ au point milieu du meˆme
massif inﬁni, Love nous donne l’expression du vecteur
de´placement Ucentre que subit le point dont le vecteur
position en coordonne´es carte´siennes est {X,Y, Z} :
Ucentre =
C
4π(λ + 2μ)
{
∂R−1
∂X
,
∂R−1
∂Y
,
∂R−1
∂Z
}
(8)
avec R2 = X2 + Y 2 + Z2, R est le rayon en coor-
donne´es sphe´riques et C marque l’intensite´ du centre (en
Newton.me`tre), λ et μ sont les coeﬃcients de Lame´ (μ se
rapportant au cisaillement).
Si nous travaillons en ne mentionnant que les co-
ordonne´es sphe´riques, le vecteur de´placement est note´
UC = {UCr , UCθ , UCφ } et par syme´trie sphe´rique les com-
posantes UCθ et U
C
φ sont nulles. La composante radiale
s’e´crit :
UCr = −
(2ν − 1)C
8πμ(ν − 1)R2 . (9)
Love indique que nous avons un centre de compression
pour C > 0 : le de´placement correspond a` une compaction
isotrope.
Pour C < 0, nous avons donc un centre de dilatation :
le de´placement est une expansion isotrope.
Par conse´quent, pour le proble`me de densiﬁcation
qui nous concerne, nous adopterons le sche´ma de pense´e
d’Eshelby : par commodite´ d’explication, nous rendons
analogue le phe´nome`ne de densiﬁcation a` une forme de
transformation de phase sans contrainte qui correspond
a` une contraction de volume. Cette contraction (elle ac-
commode la pression de Boussinesq) ge´ne´rant un vide de
2 Love justiﬁe ses calculs (8) en construisant le centre comme
la superposition de 3 doublets 2 a` 2 perpendiculaires, la Fi-
gure 1 en est l’illustration pour une dilatation.
Fig. 1. Centre de dilatation.
Fig. 1. Center of dilatation.
matie`re autour d’elle, il est ne´cessaire de dilater cette
nouvelle phase pour combler ce vide.
→ on obtiendra donc C < 0 et on observera une mise
en traction hydrostatique assurant la dilatation de com-
patibilite´ a` l’endroit de la densiﬁcation.
2.3 Calibration du doublet et du centre
de densiﬁcation
2.3.1 Calibration par la condition de surface libre
Pour notre proble`me, on adaptera la construction du
doublet comme suit : on se place toujours en plein milieu
(point origine) d’un massif inﬁni (de meˆme mate´riau, bien
suˆr) et le roˆle du doublet est, superpose´ avec le champ du
centre de densiﬁcation, d’assurer une condition de surface
libre (celle correspondant au plan  Z = 0 ). Pour cela,
on annulera la composante normale du vecteur contrainte
correspondant a` la face Z = 0 (on voit dans la suite que
la composante tangentielle s’annule aussi).
Par conse´quent, le doublet ainsi calibre´ en fonction
de l’intensite´ du centre de dilatation, la surface  Z =
0 , devenue surface libre, peut eˆtre conside´re´e comme la
surface qui sera indente´e et il nous suﬃra de superposer
les champs issus du centre de densiﬁcation, du doublet
calibre´ et de Boussinesq pour recomposer la conﬁguration
de l’e´tude de Yoﬀe.
2.3.2 Calibration par comparaison des champs
des de´placements (dimensionne´s)
On superpose les composantes radiales des
de´placements UCr et U
D
r et on compare a` la proposition
du champ d’ampoule (blister) de Yoﬀe en notant B son
intensite´. Pour rappel :
UBr =
B
(
2(1− ν)− (5− 4ν) cos2(θ))
μR2
. (10)
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Fig. 2. Centre de dilatation + doublet.
Fig. 2. Center of dilatation + double force.
La comparaison UBr ≡ UCr +UDr , identiﬁe´e pour l’angle θ
quelconque conduit aux conditions suivantes (l’identiﬁca-
tion des composantes respectives en Uθ ne contredit pas
ces formules et n’ajoute rien) :
D = −16Bπ(−1 + ν); D = −2C (11)
(D est positif, C ne´gatif (phase densiﬁe´e en expansion de
compatibilite´) et on remarque que B de´pend tout compte
fait de ν via D ce qui est nouveau).
La conditions de cohe´rence D = −2C ainsi obtenue
se justiﬁe e´galement inde´pendemment de l’expression de
Yoﬀe en utilisant la condition de surface libre ce que nous
explicitons dans la suite.
On illustre la superposition du centre et du doublet
par la Figure 2.
Pour la condition de surface libre, nous cherchons a`
pre´sent les contraintes.
2.4 Calcul des contraintes et calibration du doublet
Il est facile de de´duire la de´formation associe´e a` ce
de´placement d’accommodation (de´placement qui est la
superposition de ceux duˆs respectivement au centre et au
doublet) puis le champ e´lastique e´quivalent de contrainte
via la loi de comportement e´lastique line´aire isotrope.
2.4.1 Contraintes dimensionne´es
On obtient pour les composantes non nulles
dimensionne´es :
σCDrr =
C(8ν − 4)
8π(ν − 1)R3 +
D((ν − 5) cos(2θ) + 3(ν − 1))
8π(ν − 1)R3
(12)
σCDθθ = −
C(2ν − 1)
4π(ν − 1)R3 −
D(2ν − 1)(cos(2θ) + 3)
16π(ν − 1)R3 (13)
σCDφφ = −
C(2ν − 1)
4π(ν − 1)R3 −
D(2ν − 1)(3 cos(2θ) + 1)
16π(ν − 1)R3 (14)
σCDrθ = −
D(ν + 1) sin(2θ)
8π(ν − 1)R3 . (15)
L’annulation de la composante normale (a` la surface du
verre, θ = π/2) du vecteur contrainte s’obtient en annu-
lant σCDθθ avec θ = π/2 et donne eﬀectivement : D = −2C.
On a e´galement ve´riﬁe´ que les champs de contrainte
σC(r, φ, θ), σD(r, φ, θ) et σCD(r, φ, θ) sont tous auto-
e´quilibre´s (au sens ou` ils ve´riﬁent les e´quations
d’e´quilibre ; nous nous plac¸ons par hypothe`se en condi-
tions quasi-statiques et ne´gligeons les phe´nome`nes
d’inertie).
Dans la suite, nous utiliserons syste´matiquement le
doublet calibre´ par D = −2C et proce´dons a` une
re´e´criture sous forme non dimensionne´e du champ des
contraintes.
On notera avec l’exposant A ce champ pour signiﬁer
qu’il correspond au champ d’ampoule (superposition du
centre de compression et du doublet calibre´) ; il est en
1/r3 qui traduit que le champ d’ampoule est donc un
champ qui est tre`s localise´ pour accommoder la sollicita-
tion d’indentation qui, elle, est repre´sente´e par le champ
de Boussinesq en (1/r2).
2.4.2 Contraintes non dimensionne´es
En rappelant (Sect. 2.1) que r est l´e´chelle de longueur
avec r le rayon sans dimension et en choisissant P/ r2
comme e´chelle de contrainte pour l’adimensionnalisation ;
on note primordialement :
D = −2C, D = κPr
ou` κ est le parame`tre sans dimension qui nous permet-
tra ensuite de calibrer le champ d’ampoule (A) relative-
ment au champ de Boussinesq : ce nombre sans dimension
reﬂe`te la capacite´ du verre a` se densiﬁer pour accommo-
der la concentration de contrainte duˆe a` l’indentation. Il
sera estime´ par des re´sultats expe´rimentaux obtenus sur
diﬀe´rentes compositions verrie`res pre´sentant diﬀe´rentes
aptitudes a` la densiﬁcation [5]).
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Fig. 3. Champ de Boussinesq (×2π r2) pour ν = 0,25.
Fig. 3. Boussinesq-ﬁeld (×2π r2) for ν = 0.25.
On donne :
σArr = −
κ((ν − 5) cos(2θ)− ν − 1)
8π(1 − ν)r3 (16)
σAθθ = −
κ(2ν − 1) cos2(θ)
8π(ν − 1)r3 (17)
σAφφ = −
κ(2ν − 1)(3 cos(2θ)− 1)
16π(ν − 1)r3 (18)
σArθ = −
κ(ν + 1) sin(2θ)
8π(ν − 1)r3 . (19)
La suite utilise ces re´sultats the´oriques avec deux
objectifs :
– proposer quelques dessins ge´ne´riques aﬁn d’e´clairer les
contributions de ces mode`les ;
– confronter l’analyse du champ inspire´e des travaux de
Love et Yoﬀe aux re´sultats des expe´riences d’indenta-
tion sur les verres [5].
2.5 Aperc¸us ge´ne´riques
2.5.1 Champ de Boussinesq
Nous constatons que la multiplication par 2π r2 des
expressions des composantes adimensionnelles (1)–(4) du
tenseur des contraintes de Boussinesq σB.. ou` {...} =
{ rr, rθ, θθ, φφ} donne des termes qui ne de´pendent que
de θ et ν. Il est facile alors de repre´senter la contribution
du champ de Boussinesq en faisant varier θ et ν sur une
animation. Pour illustration, nous posons ν = 0.25 et fai-
sons varier θ de 0 a` π/2 dans la Figure 3. Nous y placons
aussi la trace du tenseur des contraintes de Boussinesq
Tr(σB) = σBrr + σBθθ + σBφφ = − (ν + 1) cos(θ)
πr2
(20)
qui est un invariant important en ce qui concerne l’e´tude
de la densiﬁcation.
2.5.2 Discussion : un crite`re rudimentaire de rupture
Le champ de Boussinesq pre´dit qu’une fraction im-
portante du domaine situe´ syme´triquement autour de
la droite d’action de l’indentation est soumis a` une
contrainte hydrostatique ne´gative (compression) et ce
quelque soit le coeﬃcient de Poisson (cf. Eq. (20)). Cette
partie sera sujette a` la densiﬁcation d’accommodation de`s
qu’un seuil physique de densiﬁcation du verre sera franchi.
L’expression (1) sugge`re un crite`re rudimentaire de
rupture en traction purement radiale inde´pendant de r et
base´ sur le constat que θ croissant de 0 a` π/2, σBrr est
d’abord en compression, s’annule pour un angle θν bien
pre´cis et passe en traction au-dela`.
La valeur de l’angle est imme´diate :
θν = Arcos
(
1− 2ν
2(2− ν)
)
dont le graphique θν(ν) repre´sente une droite croissante
tre`s faiblement incurve´e. Cela peut sugge´rer un angle cri-
tique de rupture θν(ν) croissant avec ν mais il est dif-
ﬁcile de le valider. En eﬀet, il est important de noter
qu’il n’est pas aise´ de discuter les ﬁgures d’endommage-
ment par microﬁssuration observe´es expe´rimentalement
conse´cutivement a` des expe´riences d’indentation sur le
verre car le champ de contraintes est tre`s sensiblement
modiﬁe´ a` mesure que la ﬁssuration progresse : de fait, il
faut avoir recours a` des me´thodes nume´riques [14] recons-
tructives (suivant l’e´volution de la ﬁssure) [15, 16].
A` noter cependant l’approche de [17] relative a`
un comportement e´lastique-fragile parfait qui est a`
conside´rer comme une e´tude d’un mode de bifurcation
allant de la solution de Boussinesq a` une solution avec
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Fig. 4. Champ d’ampoule (×8π r3) pour ν = 0,25 et κ = 1.
Fig. 4. Blister-ﬁeld (×8π r3) for ν = 0.25 and κ = 1. composantes: cf Figure 3.
amorce de de´cohe´sion ; c’est une suite de [7] et une publi-
cation plus e´toﬀe´e est en pre´paration.
La non-line´arite´ du comportement du mate´riau verre
ne se preˆte donc pas au seul usage analytique du mode`le
de Boussinesq mais c’est un mode`le simple dont l’usage
syste´matique permet de :
– construire des crite`res classiques (cercles de Mohr,
usage des 3 invariants du tenseur des contraintes. . . ) ;
– pour en de´duire une interpre´tation analytique expli-
cite, tester leur eﬃcacite´ et de´duire e´ventuellement des
formules utiles ;
– par la pratique de ce type de calcul formel [18], pouvoir
s’engager vers un enrichissement de la mode´lisation
(mode`le de Hertz, milieux dipolaires ge´ne´ralisant les
notions de centres et de doublets,. . . ).
Un de´but d’enrichissement analytique consiste dans ce qui
suit a` utiliser la superposition du centre et du doublet.
2.5.3 Champ d’ampoule : superposition centre et doublet
De meˆme, nous constatons que la multiplication
par 8π r3 des expressions des composantes adimension-
nelles (16)–(19) du tenseur des contraintes du champ
d’ampoule σA.. ou` {..} = {rr, rθ , θθ, φφ} donne des
termes qui ne de´pendent que de κ, θ et ν.
Pour illustration nous posons ν = 0.25, κ = 1 et fai-
sons varier θ de 0 a` π/2 dans la Figure 4.
Nous y placons aussi la trace du tenseur des
contraintes du champ d’ampoule :
Tr(σA) = −κ(ν + 1)(3 cos(2θ) + 1)8πr3(ν − 1) . (21)
2.5.4 Pre´sence d’une zone en e´tat de traction
On ve´riﬁe bien via (17) et (19) que le champ d’am-
poule laisse bien la surface indente´e libre de contraintes.
La pre´sence de traction (la composante radiale et la
trace du tenseur contrainte sont positives, cf. Fig. 4) dans
le domaine situe´ syme´triquement autour de la droite d’ac-
tion de l’indentation est e´vidente et la suite consistera a`
suivre la meˆme de´marche d’analyse que dans [5].
Le champ d’ampoule provoque bien des zones de trac-
tion localise´es et l’analyse de la mise en concurrence de
ces zones avec la compression de Boussinesq permet par
exemple de pouvoir estimer si les ﬁssures late´rales se pro-
duisent a` la charge ou a` la de´charge.
Il est cependant absolument ne´cessaire de connaitre κ
pour pouvoir poursuivre et la valeur κ = 1 a e´te´ donne´e de
fac¸on arbitraire juste pour jauger l’allure des courbes. En
eﬀet, κ est lie´ a` la capacite´ du mate´riau a` se densiﬁer : il
est estime´ dans la suite par l’e´tude [5] ou` on constate que
cette capacite´ de´pend fortement du coeﬃcient de Poisson
ν (il n’a pas e´te´ constate´ dans [5] des cas singuliers tels
κ < 0).
3 Confrontation expe´rimentale –
densiﬁcation
Dans ce paragraphe, nous utilisons les donne´es
expe´rimentales et les estimations issues de [5], notamment
l’e´tude des proprie´te´s densiﬁantes du verre.
Cela nous permet d’ajuster le parame`tre κ et de de´ﬁnir
des grandeurs signiﬁcatives.
604-page 6
M. Buisson et T. Rouxel : Mate´riaux & Techniques 103, 604 (2015)
3.1 Durete´, longueurs et grandeurs de re´fe´rences
Dans [5], la durete´ Vickers HV est une donne´e primor-
diale ; elle de´ﬁnit la longueur de re´fe´rence aV telle que :
HV = P/(2a2V ).
On note alors RC le rayon de contact d’un cylindre
indenteur donnant la meˆme durete´ :
HC = HV = P/(πR2C).
Le rapport du module d’Young a` la durete´ Vickers est un
parame`tre signiﬁcatif [19] dans l’e´tude expe´rimentale ; on
le note R : R = E/HV .
Par ces conside´rations, nous pouvons pre´ciser a`
pre´sent la longueur de re´fe´rence r adopte´e pour l’adimen-
sionnalisation : nous choisissons de poser dans la suite
r = aV .
3.2 Capacite´ a` la densiﬁcation
Selon Yoﬀe [1], l’avancement de la frontie`re de la zone
densiﬁe´e est ge´re´ par le de´placement d’ampoule UA et, en
coordonne´es sphe´riques, le volume e´le´mentaire engendre´
dV A correspondant est donne´ par :
dV A =
∫ π
2
0
2πR2 sin(θ)UAr (r, θ, ϕ) dθ (22)
on obtient avec notre expression du champ d’ampoule
(D = −2C) :
dV A =
(2ν − 1)D
24μ(ν − 1) (23)
et ce volume est explicite´ expe´rimentalement dans [5]
selon :
dV A = V −i .(−Vp(ν) − Vr(ν) + 1) (24)
avec :
V −i =
2(aV )3
3 tan(ψ)
;
Vp(ν) =
1
αp + βp exp(χp.ν)
;
VR(ν) =
1
αR + βR exp(χR.ν)
+ δR. (25)
Nous avons ainsi le moyen de calibrer κ (rappel : D =
κPr) selon la capacite´ du verre a` se densiﬁer sous l’action
de la charge P .
On de´duit :
κ = C 24 dV
A μ(ν − 1)
aV (2ν − 1)P (26)
ou` C est le coeﬃcient correcteur tenant compte du re-
tour e´lastique de l’empreinte observe´ lors de la de´charge.
Ne pas tenir compte de ce retour e´lastique reviendrait a`
surestimer le volume re´ellement aﬀecte´ par la densiﬁca-
tion. Les mesures des empreintes re´siduelles me`nent a` une
premie`re estimation C  0,7.
On utilise e´galement les de´ﬁnitions et valeurs des coef-
ﬁcients αp, βp, χp, αR, βR, χR, δR, ψ issues de l’e´tude
de la campagne d’expe´riences de [5].
3.3 Lobe de densiﬁcation
Si nous rappelons que Love nous permet d’acce´der aux
e´quivalents e´lastiques des champs de de´formations et de
contraintes, une grandeur cle´ pour e´tudier la densiﬁcation
cumule´e (par hypothe`se isotrope) est la trace du tenseur
contrainte en superposant les champs de Boussinesq et
d’ampoule.
Pour ν = 0,17, nous repre´sentons les lignes de niveaux
de cette trace. Pour les niveaux positifs, nous sommes en
traction et pour les ne´gatifs nous sommes en compression.
Dans la zone en traction, (la force P de Boussinesq
est repre´sente´e par la ﬂe`che sur le coin infe´rieur gauche
de la Figure 5 et appui horizontalement de la gauche vers
la droite, l’axe horizontal de cette ﬁgure e´tant axe de
syme´trie).
Les lignes de niveaux positifs dessinent des lobes ou`
le niveau de densiﬁcation augmente en se rapprochant
du point d’application de la force. La convergence e´tant
en 1/r3 nous tendons tre`s rapidement vers l’inﬁni en se
rapprochant du point d’application de la force. Pratique-
ment, nous dessinons un (demi)-disque rouge pour situer
le noyau de densiﬁcation au dela` du niveau de volume
+1000 (non-dimensionne´).
La ligne du niveau ze´ro se referme pour de´ﬁnir ce que
nous nommons le lobe de densiﬁcation en tant que vo-
lume aﬀecte´ par la densiﬁcation qui ge´ne`re une mise en
traction du mate´riau pour rendre compatible le champ des
de´placements et ce tant qu’aucune ﬁssure n’est amorce´e.
Ce volume ne donne qu’une information ge´ome´trique, il
n’est pas, a` ce stade, tenu compte de la re´partition de la
masse volumique du mate´riau subissant le phe´nome`ne de
densiﬁcation.
Dans le plan de cette Figure 5, nous proposons
l’e´quation du grand lobe suivant (adimensionne´) :
y =
√
2
√
−x
2(κ + 2(ν − 1)x)
4(ν − 1)x− κ (27)
ou` x est l’abscisse selon la droite horizontale (qui est
axe de syme´trie) et y l’ordonne´e sur l’axe vertical sur la
Figure 5.
Nous proposons e´galement l’expression analytique du
volume (adimensionne´) de ce lobe, a` savoir :
vlobe = −πκ
3(9 log(3)− 8)
192(ν − 1)3 (28)
l’abscisse ou` la ligne de niveau 0 coupant l’axe de syme´trie
e´tant
xlobe = − κ2(ν − 1) (29)
et avec les donne´es [5] : R = 11,6, tan(ψ) = tan(70.3 ×
π/180), αR = 1,04, βR = 0,0008, χR = 30, δr = 0,02,
αp = 1,02, βp = 230, χp = −18, on trace le volume du
lobe en fonction du coeﬃcient de Poisson, Figure 6.
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Fig. 5. Lobe de densiﬁcation (ligne 0), ν = 0,17, adimensionnel.
Fig. 5. Lobe of densiﬁcation (level line 0), ν = 0.17, dimensionless.
Fig. 6. Volume densiﬁe´ en fonction de ν, adimensionne´.
Fig. 6. Densiﬁed volume according to ν, dimensionless.
3.4 Fissures late´rales
L’occurence de ﬁssures late´rales peut se produire
lorsque la composante radiale de la contrainte s’annule
ou atteint un certain seuil positif le long de la droite d’ac-
tion de l’indentation (θ = 0).
On a ve´riﬁe´ que les courbes de niveaux positifs ou
ne´gatifs des contraintes radiales s’organisent e´galement
sous formes de lobes dont la re´partition est sensiblement
e´quivalente a` celle des lobes pour les niveaux de
contraintes hydrostatiques positives ou ne´gatives (Fig. 5).
L’envergure de ces lobes est pre´visible en se basant
sur la Figure 6 et on peut le constater en comparant les
lobes de la Figure 5 (densiﬁcation pour ν = 0,17) avec
ceux de la Figure 7 (niveaux de la contrainte radiale pour
ν = 0,23).
Pour pre´voir si une ﬁssure late´rale se produira a` la
charge ou a` la de´charge, il faut comparer les niveaux de
contraintes de σABrr = σBrr + σArr avec ceux de σArr,
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Fig. 7. Niveaux de σBrr + σArr, ν = 0,23, adimensionne´.
Fig. 7. Levels for σBrr + σArr, ν = 0.23, dimensionless.
ce dernier terme correspondant a` la contrainte re´siduelle
restant de l’ampoule lorsque la sollicitation de Boussinesq
disparait.
Nous avons choisi de dessiner les contraintes (adimen-
sionne´es) σABrr(r, θ) et σArr(r, θ) pour θ variant de 0 a`
π/2 et r = 1 ; le choix de 4 coeﬃcients de Poisson se
base sur la Figure 6 de fac¸on a` bien diﬀe´rencier les ni-
veaux de contraintes atteints en r = 1 respectivement
pour ν = 0,17, ν = 0,3, ν = 0,24 et ν = 0,43 (ces 2
derniers choix ayant un meˆme volume vlobe).
A la lecture de la Figure 8, il apparait que c’est le
verre de coeﬃcient de Poisson ν = 0,17 qui serait, parmi
les 3 autres, le plus susceptible de pre´senter des ﬁssures
late´rales lors de la de´charge puisque σArr(1, 0) > 0 tan-
dis que σABrr(1, 0) < 0 (c’est observe´ e´galement dans [5]
pour ν = 0,15).
4 Conclusion
En nous inspirant de l’e´tude de Yoﬀe, nous avons
e´tudie´ la mode´lisation de Love relativement a` la notion
de centre de dilatation et de doublet.
Cela nous a permis d’obtenir une extension du mode`le
d’ampoule de Yoﬀe car nous avons pu mettre en e´vidence
la contribution de chaque terme (centre et doublet) et
la fac¸on avec laquelle ils se combinent pour respecter la
condition de surface libre intrinse`que au champ d’am-
poule auto-e´quilibre´.
De la`, nous avons propose´ une autre expression du
coeﬃcient d’intensite´ du champ d’ampoule diﬀe´rente de
celle de Yoﬀe.
C’est donc un nouveau mode`le que nous propo-
sons et nous avons commence´ une confrontation avec
l’e´tude [5] ; une comparaison syste´matique est entreprise
actuellement.
Cela ouvre quelques perspectives de variantes de cal-
culs et d’enrichissement de l’analyse si on de´cide par
exemple de positionner le centre de dilatation le´ge`rement
au dessous de la surface. . . ce qui nous fera tendre
e´galement vers les mode`les de milieux micro-polaires.
Meˆme si nous savons que le comportement des verres
est physiquement et chimiquement complexe et lui confe`re
un caracte`re non-line´aire faisant appel a` des approches
nume´riques performantes, nous avons obtenu des re´sultats
analytiques nouveaux notamment en ce qui concerne le
volume et la ge´ome´trie du lobe aﬀecte´ par la densiﬁcation.
Pour une expe´rience, une mode´lisation et une simulation,
les parame`tres cle´s et les variables d’e´tat du phe´nome`ne
e´tudie´ sont inventorie´s de la manie`re la plus de´taille´e pos-
sible : l’objectif du calcul formel [18] est de proposer une
“signature” analytique de ces parame`tres et variables et
discerner les contributions propres de chacun parmi l’en-
semble des couplages complexes qui les relient.
Nous avons aborde´ l’e´tude des conﬁgurations d’en-
dommagement en commenc¸ant par les ﬁssures late´rales
via l’examen des contraintes radiales : nous retrouvons
les remarques de l’e´tude [5] (e´galement en cisaillement,
non mentionne´ ici).
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Fig. 8. Diﬀe´rentier les niveaux de σBArr et σArr pour ν = {0,17, 0,3, 0,24, 0,43}, adimensionne´.
Fig. 8. Diﬀerentiate the levels of σBArr and σArr for ν = {0.17, 0.3, 0.24, 0.43}, dimensionless.
Il reste a` caler maintenant avec pre´cision les pa-
rame`tres cle´s (ratio R, coeﬃcient de retour e´lastique C,
ge´ome´trie de l’indenteur : angle ψ et aV qui est la longueur
de re´fe´rence explicitement choisie) et, plus ge´ne´ralement
de construire des crite`res analytiques de densiﬁcation
base´s sur l’utilisation d’invariants.
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